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Horton-Strahler ???????
1.1 ????????????
?????????????????????????????????????? [1–4]?
?????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????
???????????????????
?????????????????? 3 ??????????? [5]?
1. ???????????????
??????????????????????????????????????
?????????????DLA ??????????????????????
??????????
2. ????????????????
??????????????????????????????????????
???????????????
3. ??????????????????????????????????????
?
??????????????????????????????????????
??????????????????????????????????????
???????????
???????????????????????????????????????
????????????????????????????? (????)??? (??
??)?????????????? 1??? (???)?1??????????? 2??
? 1? ?? — ???????Horton-Strahler ??????? 2
河口
? 1.1 ????????????(a)????(b) ??????????????????
??????????????????????(c) ????????
??????????????????? [6, 7]????????????????????
?????????????????????????????? [8]?????????
???????????????????????? “??”?????????????
?????????? Horton-Strahler ??????????????????????
????
???????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????
??????????????????????????????????? Horton ?
???????????
1.2 ??????????? – ?????
???????????????????????????????????????
??????????????????? 1.1????????????????????
????????????????????????????????????????
??????????????????????????????????????
????? [9]?????????????????????????????????
??????????????????????? “?”???????????????
???????? “???????”????????????????????????
????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????
?????????????? 2 ???? v1, v2 ???????v1 ??? v2 ?????
? 1? ?? — ???????Horton-Strahler ??????? 3
根
親
子
葉
葉 葉
葉 葉 葉
根
(a) (b) (c)
? 1.2 (a) ???????????(b) ???????? 6??(c) 2-?????????
???????????????????????????????????
??? v1 ? v2 ???v2 ? v1 ??????????????????????????
????????????????????????????????????????
????????????????? 2 ??????????????????? n??
?????????????????????????????????????????
?????????????? [10]??????????? r ????????????
?? r-?????????r-?????????? 2r ?????????????? 1.2
????????
1.3 ???????????
?????????????????Horton [11] ?????????????????
????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????
???? r ?????????????? r ???????
Horton ???????????????????????
(1) ?????????? 1 ????
(2) ???? r ????????????????????? r+1 ?????????
????? r ? 2 ???????????? r + 1 ???????2 ??????
???????????????????????? r + 1 ????
(3) ???????????????????????????????????
? 1? ?? — ???????Horton-Strahler ??????? 4
????????????????????????????????????????
??? Horton ?????? (2)??????????????????????????
????????????????????????????????? Horton ???
?????????????????? (1)-(3) ??????????????????
???????????????Horton ????????????????? 1 ???
????????????????????????????????????????
?????????????
?????????????? Strahler ??????? [12, 13]????
(1) ?????????? 1 ????
(2) ???? r ??????????????????? r + 1 ????
(3) ?????????????????????????????????
?????? Horton ??????????????????????????????
?????????Strahler ????????????????????????????
??????? 2 ?????????????????????Strahler ???????
????????????????????????????????????????
??????
Strahler ?????????????????? Shreve ??????? [15]????
(1) ?????????? 1 ????
(2) ?????????? 2 ????????????
????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
Strahler ???????????????2 ??????????????? [14]??
???????? Strahler ????????????????????????????
????????????????????????????????2 ???????
????????????????????
?????? 4 ???????????? 1.3?????????????????
??????????????? Strahler ??????????????????? “?
?”???? Strahler ????????????Strahler ??????????????
Horton-Strahler ????????????????????????????????
??? [16–18]?
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? 1.3 ???????(a) Horton ?????(b) Strahler ?????(c) Shreve ???
??(d) ?????
1.4 ????????????
Horton-Strahler ?????? r ?????????????? r ?????????
????????Strahler ???????????? r ?????????? r ¡ 1 ??
????????????r + 1 ??? 1 ????? r ??????? r ???????
? [11]???????????????????????????????r ?????
???????r ???? “??”??????????????????????????
?? ????????????????? 2 ????????? 2 ?????????
??????? 2 ??????????????????????????????
???????????????????????????????????????
???????????????? [19]??????????????????????
????????????????????????????????????????
????????????????? 1.85, ????? 1.40 [20]???????????
???? 1:28¡ 1:79 [21]?????????? 1:48¡ 1:58 [22]????????????
? 1? ?? — ???????Horton-Strahler ??????? 6
??????Mandelbrot [19] ???????????????????????????
??????????????????? 2 ????????????????????
????????? 1.5 ?? 2 ????? [23, 24]??
????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
??????????????????????????????
???????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????
??????????????????????????????
???????????????????????????????????????
??????????????????????? [25]???????????????
???????????????????????????? 3?????? “?????
??”??????????????????????????????????????
? 1.1?????????????????????????????????
????????????????????????? Horton-Strahler ??????
???? [11]?????????????????????????? 3 ?? 5 ????
??? [26]????????????????Horton ??? 1???????????
??????????? 2 ????????????? 3 ???????????? 4 ?
?????[27]?
1.5 ???????
1.5.1 ?????????
????? “?????????????????” ????????????????
???? 2 ?????? “??”???????????????
???2 ????? T , T 0 ???????? T ????? V ?? T 0 ????? V 0 ?
??????????? Á : V ! V 0 ???????????????????????
???? [41]????????????“???????”???v¤ 2 V ? v 2 V ???
?? Á(v¤) 2 V 0 ? Á(v) 2 V 0 ????????????????Á ? T ??? T 0 ???
????T ??? T 0 ????????????T ? T 0 ???????????????
? 1? ?? — ???????Horton-Strahler ??????? 7
? 1.1 ????????????????????????
??? ?? ???
?? ????? [28] 4.16
??????? [29] 4.6
???????? [30] 4.1
??????? [30] 3.95
?? ???? [31] 4.8
???? [31] 6.5
???? [31] 4.7
???? [32] 6.92
???????? [32] 3.80
???? [32] 3.80
??? [33] L. hebes 3.7, 3.9
L. virgulata 3.1
???? [34] Raspailia inaequalis 2:71§ 0:046
?? ???? [35] 3.15
????? [36] 3.30
?? [37] ?????????? 2:5§ 0:05
?? [38] ?? 2.33
??? 2.66
?? 2.20
DLA [39] 5:15
?????? [40] ?????????? 3:46
? Á ??????????????????????????????????????
1.4?????????? T2, T3 ??? T4 ??????? T1 ????????????
??? T ? T 0 ??????????
(1) T ? T 0 ???
(2) ?? Á : T ! T 0 ???????T ??? vL ? v ??????????? Á(vL) ?
Á(v) ????????????T ??? vR ? v ??????????? Á(vR) ?
Á(v) ?????????
?????????????????????????????? 1.4? T2 ? T3 ???
?????????????????????????????????????????
? 1? ?? — ???????Horton-Strahler ??????? 8
T2T1 T3 T4
? 1.4 3 ????? T2, T3, ??? T4 ????????T1 ?????????????
?? T2 ? T3 ??????????????????????? T3 ? T4 ??????
????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????
1.5.2 ???????? – Catalan ?
??? n?????????????? Ωn ????Ωn ?????? cn¡1?????
??????????
]Ω1 = c0 = 1; ]Ω2 = c1 = 1; ]Ω3 = c2 = 2; ]Ω4 = c3 = 5; ¢ ¢ ¢
?????? (? 1.5)?????“]”??????????????????????? cn¡1
???????????????????????????????????? [42–45]?
?????
m n { m
{{
? 1.6 ?????
????
??? n ?????????????? 2 ??????????
????????????? 1.6????????????? m ??
???????????????? n ¡m ????2 ??????
??????? n ???????????????????????
??? cm¡1 ??????????????????? cn¡m¡1 ??
???????????????????????????????
cm¡1cn¡m¡1 ??????m ? 1 ?? n ¡ 1 ??????????
??????????????????
cn¡1 =
n¡1X
m=1
cm¡1cn¡m¡1 (1.1)
???????????????????????????
? 1? ?? — ???????Horton-Strahler ??????? 9
Ω3
Ω4
Ω2Ω1
? 1.5 ?????????????? Ωn (n = 1; 2; 3; 4)?
?? fcn¡1gn=1;2;¢¢¢ ?????
G(x) =
1X
n=1
cn¡1xn (1.2)
????????? (1.1)????? G(x) ? 2 ???????
G(x)2 =
Ã 1X
n=1
cn¡1xn
!Ã 1X
m=1
cm¡1xm
!
=
1X
n=2
Ã
n¡1X
m=1
cm¡1cn¡m¡1
!
xn
=
1X
n=2
cn¡1xn
= G(x)¡ c0x = G(x)¡ x:
??? G(x) ???? 2 ????????????
G(x) =
1§p1¡ 4x
2
?????????? (1.2)???? x = 0 ?????? G(0) = 0 ??????????
??????? § ??? ¡??????????
G(x) =
1¡p1¡ 4x
2
? 1? ?? — ???????Horton-Strahler ??????? 10
???????????????? x ??????????(1.2)??????
cn =
(2n)!
n!(n+ 1)!
=
1
n+ 1
µ
2n
n
¶
(1.3)
??????????
µ
n
m
¶
?????????
cn ? n ???Catalan ??????????????????????? [46,47]??
????? 4??????????????Dyck ???????Catalan ???????
????????????????????????
1.5.3 ?????????????
???????? Shreve [48]???????????????????? n?????
????????????? Ωn ??????? Pn ?????????? (Ωn; Pn) ??
????????????????? (Ωn; Pn) ???????? T 2 Ωn ???????
? Pn(T ) = 1=cn¡1 ???????????????????????Sr;n : Ωn ! N[f0g
??????? T 2 Ωn ?????Sr;n(T ) ? T ????? r ???????????Pn
???? Ωn ????? E [¢] ????
???????????????????????????????????????2
?????????? S2;n ?????????????????? [49–56]?????S2;n
?????????
E [S2;n] =
n(n¡ 1)
2(2n¡ 3)
var (S2;n) =
n(n¡ 1)(n¡ 2)(n¡ 3)
2(2n¡ 3)2(2n¡ 5)
??????????? [49]??????????? T 2 Ωn ???? S1;n(T ) = n ??
???????????????? S1;n ´ n ??????S1;n ????????????
???????????????????? S2;n ? “????????????????
???????”????????Sr;n ??? r ??????????????????
?????????????????????????S2;n ?????????????
??????????????????? S2;n ???????????????????
???????? 2?????????S3;n, S4;n, ¢ ¢ ¢ ??????????? “?????
??”?????????????????????????????????????
?????????? Sr;n ??????????????????????Sr;n ????
? 1? ?? — ???????Horton-Strahler ??????? 11
???????????
E [Sr;n]
n
! 1
4r¡1
;
var (Sr;n)
n
! 1
3
161¡r(1¡ 41¡r) as n!1 (1.4)
?????????????? [50]?
?????????????? “?????”???????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
??????????????????? 1 ????????????????????
????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????
?????????????????????????? 4 ?????????????
????? 1.1??????
???????????????????????????????????????
??????????? [57–62]???????? (Ωn; Pn)??????? T 2 Ωn ???
??? S(n)(T ) ?????E
£
S(n)
¤
= log4 n+O(1) ??????? [57]????????
????????????? 4 ?????????????????????S(n)(T ) = r
?????? T ????
]fT 2 ΩnjS(n)(T ) = rg = 4
n
2r+1
2r¡1X
j=1
(¡1)j+1 sin2
µ
j¼
2r+1
¶·
cos
µ
j¼
2r+1
¶¸2n¡2
????????????????????? [58]?
???????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
??????????? “ambilateral tree”??????ambilateral tree???? Horton-
Strahler ??????????? [50, 51]??????????????????????
??? n ? ambilateral tree ????wn, ?????? W (x) =
P1
n=0wnx
n ??????
???????????
W (x) = x+
1
2
W (x)2 +
1
2
W (x2)
???????W (x) ????????????????? [63]???????????
??????????Catalan ? (1.3)?????????????
1.6 ??????
???????????????????? r ????? Sr;n ???????????
?????????????????????????????? Sr;n ????????
? 1? ?? — ???????Horton-Strahler ??????? 12
??????????????
???? 6????????? 2??????? Sr;n ???????????????
?????????? “Sr;n(T ) = m ??????? T 2 Ωn ???” ????????
???????????????????? “?????????”??????????
????????????????????????????????????? S2;n ?
????????????????Gauss ??????????????????????
????? r ???? Sr;n ????????????????????????? r ?
??????????????????????? Sr;n ???????????????
? n!1 ????????????????????????????? Sr;n ????
??????????????????????????????????????? 4
??????? n ????????????????????????????????
?????
? 3?????????? “???”???????????????????????
?????f(Sr;n) ??????????????????? 2????????????
????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????
?????
? 4?????????????????????????????? Ωn ?????
???????????????????????????????Dyck ??????
????????????????????????????????? Markov ???
????????Dyck ?????????????????????????????
???????????
? 5??????? Sr;n ????????????????????????????
???????????????????S2;n ???????????????????
?????????? 2 ???????? Sr;n ????????????? 4?????
?????????????? 3?????????????????????????
Sr;n ?????????????????
? 6??????????????????????
13
?2? ???? Sr;n ??????— ?
????????????
???????????????????????????????????????
????????????????????? Sr;n ?????????????????
????????? r · 2 ????????????r ¸ 3 ?????????????
????????????n!1 ??????????? r ?????????????
???????????????????????????????
2.1 2 ??????
??? n ??????? 2 ???? m ?????????
N (n;m) = ]fT 2 ΩnjS2;n(T ) = mg
??????????????? S2;n ? k ???????
E
£
Sk2;n
¤
=
bn=2cX
m=1
mkPn(S2;n = m) =
1
cn¡1
bn=2cX
m=1
mkN (n;m)
?????????????b¢c???????????????????????N (n;m)
?????????
2 ???? 2 ?? 1 ??????????????????????????????
? T 2 Ωn ? 2 ???? m ???????n ?????? m ??2m ??????? 2
??????????? n¡2m ?? 2 ?????????????????????? 2
???? m ??? ??? n ???????????????????????????
2.1 ?????
(1) ???m ?????????
(2) n¡ 2m ??????????????
? 2? ???? Sr;n ?????? — ????????????? 14
(b) (c) (d)(a)
ぶら下げ
? 2.1 ????????? S2;n(T ) = m ??????? T 2 Ωn ?????n = 14,
m = 5 ?????(a) ???m ????? 1 ???????????????4????
????(b) n ¡ 2m(= 4) ??????????(c) ?????????????????
???? 2 ?????????????(d) ????????
(3) ??????????????? 2??? 1??????????????m ???
????????
(4) ?????????????????
????????? 2 ???? m ????????????????????? (1) ?
?????? (3) ????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????N (n;m) ???????????????
(1) ???????m ???????? cm¡1 ???????(3) ???? n¡ 2m ???
?? 2m¡ 1 ????(1) ????????????????????? ¡ n¡2
n¡2m
¢
????
??????n¡ 2m ???????????????????????????????
? 2n¡2m ???????????????????????????????
N (n;m) = cm¡1 ¢
µ
n¡ 2
n¡ 2m
¶
¢ 2n¡2m = 2n¡2m (n¡ 2)!
(n¡ 2m)!m!(m¡ 1)! (2.1)
??????
N (n;m) ???? (2.1)?????????? S2;n ? k ???????
E
£
Sk2;n
¤
=
2n¡2
cn¡1
dk
dtk
etF
µ
2¡ n
2
;
3¡ n
2
; 2; et
¶¯¯¯¯
t=0
(2.2)
???????????F (®; ¯; °;x) ? Gauss ??????
F (®; ¯; °;x) =
Γ(°)
Γ(®)Γ(¯)
1X
m=0
Γ(®+m)Γ(¯ +m)
Γ(° +m)
xm
m!
? 2? ???? Sr;n ?????? — ????????????? 15
??????????????????
k ????????? (2.2)???????????????????????????
???????? (2¡ n)=2, (3¡ n)=2, 2 ????????????????? n ???
??????????????k = 1 ??? k = 2 ??????????????
E [S2;n] =
n(n¡ 1)
2(2n¡ 3) (2.3a)
E
£
S22;n
¤
=
n(n¡ 1)(n2 ¡ n¡ 4)
4(2n¡ 3)(2n¡ 5) (2.3b)
???????? S2;n ????
var (S2;n) = E
£
S22;n
¤¡ E [S2;n]2 = n(n¡ 1)(n¡ 2)(n¡ 3)
2(2n¡ 3)2(2n¡ 5) (2.4)
???????(2.3a) ??? (2.4) ? Werner [49] ???????????(2.2)-(2.4)??
??????????
?????? (2.3), (2.4) ????????????????????
E [S2;n] » n
4
; E
£
S22;n
¤ » n2
16
; var (S2;n) » n
16
:
2.4 ? ????? Sr;n ??????????????????????????????
? 4??????
2.2 ???????
?????????????????2 ?????????????? S2;n ?????
?????????????????????????????????????????
????????????? Gauss ????????????????????????
????????????????? “???”??????
2.2.1 S2;n ?????????
???S2;n ? k ??????
E
£
Sk2;n
¤
=
1
cn¡1
bn=2cX
m=1
mkN (n;m) = 1
cn¡1
bn=2cX
m=1
mk2n¡2m
(n¡ 2)!
(n¡ 2m)!m!(m¡ 1)!
? 2? ???? Sr;n ?????? — ????????????? 16
???????????????
Gn(x) :=
1
cn¡1
bn=2cX
m=1
2n¡2m
(n¡ 2)!
(n¡ 2m)!m!(m¡ 1)!x
m
?????????? S2;n ???????????? bn=2c ?????????????
? n ????????????????????????n ??????
jn
2
k
=
8<:
n
2
(n ???)
n¡ 1
2
(n ???)
?????????
(i) n ??????
n = 2p ???? bn=2c = p ???
Gn(x) =
1
cn¡1
pX
m=1
22p¡2m
(2p¡ 2)!
(2p¡ 2m)!m!(m¡ 1)!x
m
=
1
cn¡1
p¡1X
m=0
22p¡2m¡2
(2p¡ 2)!
(2p¡ 2m¡ 2)!(m+ 1)!m!x
m+1
=
1
cn¡1
p¡1X
m=0
22p¡2m¡2
2p¡1(p¡ 1)!
2p¡m¡1(p¡m¡ 1)!
(2p¡ 3)!!
(2p¡ 2m¡ 3)!!
1
(m+ 1)!
xm+1
m!
????2???????m?????? 1??????3?????????? (2p¡2)! =
(2p¡ 2)!!(2p¡ 3)!! = 2p¡1(p¡ 1)!(2p¡ 3)!! ???????????????????
m?z }| {
®(®+ 1) ¢ ¢ ¢ (®+m¡ 1) = Γ(®+m)
Γ(®)
??????
(p¡ 1)!
(p¡m¡ 1)! =
m?z }| {
(p¡ 1)(p¡ 2) ¢ ¢ ¢ (p¡m)
= (¡1)m(1¡ p)(2¡ p) ¢ ¢ ¢ (m¡ p) = (¡1)mΓ(1¡ p+m)
Γ(1¡ p)
? 2? ???? Sr;n ?????? — ????????????? 17
???
(2p¡ 3)!!
(2p¡ 2m¡ 3)!! =
m?z }| {
(2p¡ 3)(2p¡ 5) ¢ ¢ ¢ (2p¡ 2m¡ 1)
= (¡2)m(3
2
¡ p)(5
2
¡ p) ¢ ¢ ¢ (2m+ 1
2
¡ p) = (¡2)mΓ
¡
3
2
¡ p+m¢
Γ
¡
3
2
¡ p¢
??????????????????? (m+ 1)! = Γ(2 +m) ??
1
(m+ 1)!
=
Γ(2)
Γ(2 +m)
?????????????????????????????????????????
Gn(x) =
1
cn¡1
p¡1X
m=0
22p¡m¡2(¡1)mΓ(1¡ p+m)
Γ(1¡ p) ¢ (¡2)
mΓ
¡
3
2
¡ p+m¢
Γ
¡
3
2
¡ p¢ ¢ Γ(2)Γ(2 +m) xm+1m!
=
22p¡2
cn¡1
x
Γ(2)
Γ(1¡ p)Γ ¡3
2
¡ p¢
p¡1X
m=0
Γ(1¡ p+m)Γ ¡3
2
¡ p+m¢
Γ(2 +m)
xm
m!
=
22p¡2
cn¡1
xF
µ
1¡ p; 3
2
¡ p; 2;x
¶
p = n
2
??????p ? n ?????
Gn(x) =
2n¡2
cn¡1
xF
µ
2¡ n
2
;
3¡ n
2
; 2;x
¶
??????
(ii) n ??????
n = 2p+ 1 ???? bn=2c = p ???
Gn(x) =
1
cn¡1
pX
m=1
22p+1¡2m
(2p+ 1¡ 2)!
(2p+ 1¡ 2m)!m!(m¡ 1)!x
m
=
1
cn¡1
p¡1X
m=0
22p¡2m¡1
(2p¡ 1)!
(2p¡ 2m¡ 1)!(m+ 1)!m!x
m+1
=
1
cn¡1
p¡1X
m=0
22p¡2m¡1
2p¡1(p¡ 1)!
2p¡m¡1(p¡m¡ 1)!
(2p¡ 1)!!
(2p¡ 2m¡ 1)!!
1
(m+ 1)!
xm+1
m!
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????? n ?????????????????????????
(p¡ 1)!
(p¡m¡ 1)! = (¡1)
mΓ(1¡ p+m)
Γ(1¡ p)
?????????
(2p¡ 1)!!
(2p¡ 2m¡ 1)!! =
m?z }| {
(2p¡ 1)(2p¡ 3) ¢ ¢ ¢ (2p¡ 2m+ 1)
= (¡2)m(1
2
¡ p)(3
2
¡ p) ¢ ¢ ¢ (2m¡ 1
2
¡ p) = (¡2)mΓ
¡
1
2
¡ p+m¢
Γ
¡
1
2
¡ p¢
???????
Gn(x) =
1
cn¡1
p¡1X
m=0
22p¡m¡1(¡1)mΓ(1¡ p+m)
Γ(1¡ p) ¢ (¡2)
mΓ
¡
1
2
¡ p+m¢
Γ
¡
1
2
¡ p¢ ¢ Γ(2)Γ(2 +m) xm+1m!
=
22p¡2
cn¡1
x
Γ(2)
Γ
¡
1
2
¡ p¢Γ(1¡ p)
p¡1X
m=0
Γ
¡
1
2
¡ p+m¢Γ(1¡ p+m)
Γ(2 +m)
xm
m!
=
22p¡1
cn¡1
xF
µ
1
2
¡ p; 1¡ p; 2;x
¶
=
2n¡2
cn¡1
xF
µ
2¡ n
2
;
3¡ n
2
; 2;x
¶
???n ???????
Gn(x) =
2n¡2
cn¡1
xF
µ
2¡ n
2
;
3¡ n
2
; 2;x
¶
????
????x d
dx
????????????
x
d
dx
xm = x ¢mxm¡1 = mxm
???x d
dx
? xm ?????m ???????????????????????S2;n ?
k ???????
E
£
Sk2;n
¤
=
1
cn¡1
bn=2cX
m=1
2n¡2m
(n¡ 2)!
(n¡ 2m)!m!(m¡ 1)!m
k =
µ
x
d
dx
¶k
Gn(x)
¯¯¯¯
¯
x=1
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??????????????? x ??? x = et ????
x
d
dx
= x
dt
dx
d
dt
= x
µ
dx
dt
¶¡1
d
dt
= ete¡t
d
dt
=
d
dt
??????????????
E
£
Sk2;n
¤
=
dk
dtk
Gn(e
t)
¯¯¯¯
t=0
????(2.2) ???????t ??? M(t) := Gn(et) ???????????????
??????????????????????? M(t) ??????????????
?????????????
2.2.2 ??????????
Gauss ???????????????????????????? 2 ???? [64]?
?????????
F (®; ¯; °; 1) =
Γ(°)Γ(° ¡ ®¡ ¯)
Γ(° ¡ ®)Γ(° ¡ ¯) (Gauss ???);
d
dx
F (®; ¯; °; x) =
®¯
°
F (®+ 1; ¯ + 1; ° + 1;x) (1 ??????):
??????
F (k) (®; ¯; °;x) :=
dkF (®; ¯; °; x)
dxk
????F (®; ¯; °;x) ? x ? 1 ???????? ®, ¯, ° ????? 1 ???????
???
F (k) (®; ¯; °;x)
=
®(®+ 1) ¢ ¢ ¢ (®+ k ¡ 1) ¢ ¯(¯ + 1) ¢ ¢ ¢ (¯ + k ¡ 1)
°(° + 1) ¢ ¢ ¢ (° + k ¡ 1) F (®+ k; ¯ + k; ° + k;x)
=
Γ(®+ k)
Γ(®)
Γ(¯ + k)
Γ(¯)
Γ(°)
Γ(° + k)
F (®+ k; ¯ + k; ° + k; x) :
????x = 1 ??????? Gauss ????????????????????
F (k) (®; ¯; °; 1) =
Γ(®+ k)
Γ(®)
Γ(¯ + k)
Γ(¯)
Γ(°)
Γ(° + k)
Γ(° + k)Γ(° ¡ ®¡ ¯ ¡ k)
Γ(° ¡ ®)Γ(° ¡ ¯)
=
Γ(®+ k)Γ(¯ + k)
Γ(®)Γ(¯)
Γ(° ¡ ®¡ ¯ ¡ k)
Γ(° ¡ ®¡ ¯)
Γ(°)Γ(° ¡ ®¡ ¯)
Γ(° ¡ ®)Γ(° ¡ ¯)
=
Γ(®+ k)Γ(¯ + k)
Γ(®)Γ(¯)
Γ(° ¡ ®¡ ¯ ¡ k)
Γ(° ¡ ®¡ ¯) F (®; ¯; °; 1) :
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S2;n ?????????? ® = 2¡n2 , ¯ =
3¡n
2
, ° = 2 ????????????
F (k)
µ
2¡ n
2
;
3¡ n
2
; 2; 1
¶
=
Γ
¡
2¡n
2
+ k
¢
Γ
¡
3¡n
2
+ k
¢
Γ
¡
2¡n
2
¢
Γ
¡
3¡n
2
¢ Γ ¡n¡ 12 ¡ k¢
Γ
¡
n¡ 1
2
¢ F µ2¡ n
2
;
3¡ n
2
; 2; 1
¶
?????????????
Γ
¡
2¡n
2
+ k
¢
Γ
¡
3¡n
2
+ k
¢
Γ
¡
2¡n
2
¢
Γ
¡
3¡n
2
¢ = 2¡ n
2
µ
2¡ n
2
+ 1
¶
¢ ¢ ¢
µ
2¡ n
2
+ k ¡ 1
¶
| {z }
k?
£ 3¡ n
2
µ
3¡ n
2
+ 1
¶
¢ ¢ ¢
µ
3¡ n
2
+ k ¡ 1
¶
| {z }
k?
=
µ
¡1
2
¶2k
(n¡ 2)(n¡ 3) ¢ ¢ ¢ (n¡ 2k ¡ 1)
=
(n¡ 2)!
22k(n¡ 2k ¡ 2)!
???
Γ
¡
n¡ 1
2
¡ k¢
Γ
¡
n¡ 1
2
¢ = 1
(n¡ 1
2
¡ k)(n¡ 3
2
¡ k) ¢ ¢ ¢ (n¡ 3
2
)
=
2k
(2n¡ 2k ¡ 1)(2n¡ 2k + 1) ¢ ¢ ¢ (2n¡ 3)
=
2k(2n¡ 2k ¡ 3)!!
(2n¡ 3)!!
???????????????????
F (k)
µ
2¡ n
2
;
3¡ n
2
; 2; 1
¶
=
1
2k
(n¡ 2)!(2n¡ 2k ¡ 3)!!
(n¡ 2k ¡ 2)!(2n¡ 3)!!F
µ
2¡ n
2
;
3¡ n
2
; 2; 1
¶
(2.5)
??????????? “??????????????????????” ??????
????
2.2.3 ?????
???? (2.5)????? S2;n ?????????????????
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???????????? S2;n ? 0 ????????????????? E
£
S02;n
¤
= 1
????(2.2)??????
F
µ
2¡ n
2
;
3¡ n
2
; 2; 1
¶
=
cn¡1
2n¡2
??????????Gauss ??????????????????????
F
µ
2¡ n
2
;
3¡ n
2
; 2; 1
¶
=
Γ(2)Γ(2¡ 2¡n
2
¡ 3¡n
2
)
Γ(2¡ 2¡n
2
)Γ(2¡ 3¡n
2
)
=
Γ(n¡ 1
2
)
Γ(n+2
2
)Γ(n+1
2
)
:
???????????????????
Γ
µ
n¡ 1
2
¶
=
(2n¡ 2)!
22n¡2(n¡ 1)!
p
¼
???????????????????
Γ(2x) =
22x¡1p
¼
Γ(x)Γ
µ
x+
1
2
¶
???? x = n+1
2
????
Γ
µ
n+ 2
2
¶
Γ
µ
n+ 1
2
¶
=
p
¼
2n
Γ(n+ 1) =
n!
p
¼
2n
????????????
F
µ
2¡ n
2
;
3¡ n
2
; 2; 1
¶
=
(2n¡ 2)!
n!(n¡ 1)!
1
2n¡2
=
cn¡1
2n¡2
??????
?? S2;n ? 1 ?????????????????????(2.2)??
E [S2;n] = x
d
dx
Gn(x)
¯¯¯¯
x=1
=
2n¡2
cn¡1
d
dx
½
xF
µ
2¡ n
2
;
3¡ n
2
; 2;x
¶¾¯¯¯¯
x=1
=
2n¡2
cn¡1
½
F
µ
2¡ n
2
;
3¡ n
2
; 2; 1
¶
+ F (1)
µ
2¡ n
2
;
3¡ n
2
; 2; 1
¶¾
???????? (2.5)??
F (1)
µ
2¡ n
2
;
3¡ n
2
; 2; 1
¶
=
1
2
(n¡ 2)!(2n¡ 5)!!
(n¡ 4)!(2n¡ 3)!!F
µ
2¡ n
2
;
3¡ n
2
; 2; 1
¶
=
(n¡ 2)(n¡ 3)
2(2n¡ 3) F
µ
2¡ n
2
;
3¡ n
2
; 2; 1
¶
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??????
E [S2;n] =
2n¡2
cn¡1
½
1 +
(n¡ 2)(n¡ 3)
2(2n¡ 3)
¾
F
µ
2¡ n
2
;
3¡ n
2
; 2; 1
¶
=
n(n¡ 1)
2(2n¡ 3) :
??? S2;n ????????????????????????????????Werner
[49]?????????????????????????????????????????
2 ??????????? F
¡
2¡n
2
; 3¡n
2
; 2;x
¢
? 2 ????????????????
(2.5)???
F (1)
µ
2¡ n
2
;
3¡ n
2
; 2; 1
¶
=
(n¡ 2)(n¡ 3)
2(2n¡ 3) F
µ
2¡ n
2
;
3¡ n
2
; 2; 1
¶
;
F (2)
µ
2¡ n
2
;
3¡ n
2
; 2; 1
¶
=
(n¡ 2)(n¡ 3)(n¡ 4)(n¡ 5)
4(2n¡ 3)(2n¡ 5) F
µ
2¡ n
2
;
3¡ n
2
; 2; 1
¶
2 ???????
E
£
S22;n
¤
=
d2
dt2
Gn(e
t)
¯¯¯¯
t=0
=
d2
dt2
½
etF
µ
2¡ n
2
;
3¡ n
2
; 2; et
¶¾¯¯¯¯
t=0
=
½
etF
µ
2¡ n
2
;
3¡ n
2
; 2; et
¶
+ 3e2tF (1)
µ
2¡ n
2
;
3¡ n
2
; 2; et
¶
+e3tF (2)
µ
2¡ n
2
;
3¡ n
2
; 2; et
¶¾¯¯¯¯
t=0
= F
µ
2¡ n
2
;
3¡ n
2
; 2; 1
¶
+ 3F (1)
µ
2¡ n
2
;
3¡ n
2
; 2; 1
¶
+ F (2)
µ
2¡ n
2
;
3¡ n
2
; 2; 1
¶
=
n(n¡ 1)(n2 ¡ n¡ 4)
4(2n¡ 3)(2n¡ 5)
???????
???? 2 ??????????????S2;n ??? var (S2;n) ???????
var (S2;n) = E
£
S22;n
¤¡ E [S2;n]2
=
n(n¡ 1)(n2 ¡ n¡ 4)
4(2n¡ 3)(2n¡ 5) ¡
½
n(n¡ 1)
2(2n¡ 3)
¾2
=
n(n¡ 1)(n¡ 2)(n¡ 3)
2(2n¡ 3)2(2n¡ 5) :
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3 ????????????????????????
E
£
S32;n
¤
=
n(n¡ 1)(n4 ¡ 2n3 ¡ 15n2 + 32n+ 8)
8(2n¡ 3)(2n¡ 5)(2n¡ 7)
E
£
S42;n
¤
=
n(n¡ 1)(n6 ¡ 3n5 ¡ 37n4 + 159n3 ¡ 16n2 ¡ 424n+ 144)
16(2n¡ 3)(2n¡ 5)(2n¡ 7)(2n¡ 9)
E
£
S52;n
¤
=
n(n¡ 1)(n8 ¡ 4n7 ¡ 74n6 + 476n5 ¡ 55n4 ¡ 4592n3 + 8120n2 ¡ 992n¡ 1440)
32(2n¡ 3)(2n¡ 5)(2n¡ 7)(2n¡ 9)(2n¡ 11)
...
2.2.4 ?????
S2;n ? 3????????? 4??????????????????????????
???? X ??? °1 ????? °2 ?
°1 :=
E [(X ¡ E [X])3]
(var (X))3=2
; °2 :=
E [(X ¡ E [X])4]
(var (X))2
¡ 3
?????? [65]?°1 ??????? (var (X))3=2 ? “????? 3 ?”????????
??? °2 ??????X ???????????? °2 = 0 ?????? °2 ?????
?? 3 ?????????????????????????????????????
?????????
S2;n ? 3 ???????????
E
£
(S2;n ¡ E [S2;n])3
¤
= E
£
S32;n
¤¡ 3E £S22;n¤E [S2;n] + 2E [S2;n]3
=
3n(n¡ 1)(n¡ 2)(n¡ 3)
2(2n¡ 3)3(2n¡ 5)(2n¡ 7)
????4 ???????????
E
£
(S2;n ¡ E [S2;n])4
¤
= E
£
S42;n
¤¡ 4E £S32;n¤E [S2;n] + 6E £S22;n¤2 ¡ 3E [S2;n]4
=
n(n¡ 1)(n¡ 2)(n¡ 3)(6n5 ¡ 73n4 + 320n3 ¡ 627n2 + 558n¡ 162)
4(2n¡ 3)4(2n¡ 5)(2n¡ 7)(2n¡ 9)
????
S2;n ??????????????????????:
°1 =
E [(S2;n ¡ E [S2;n])3]
var (S2;n)
3=2
=
s
18(2n¡ 5)
(n(n¡ 1)(n¡ 2)(n¡ 3)(2n¡ 7)2 ;
°2 =
E [(S2;n ¡ E [S2;n])4]
var (S2;n)
2 ¡ 3 =
(2n¡ 5)(6n5 ¡ 73n4 + 320n3 ¡ 627n2 + 558n¡ 162)
n(n¡ 1)(n¡ 2)(n¡ 3)(2n¡ 7)(2n¡ 9) ¡ 3:
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0
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0
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n
γ 2
(a) (b)
? 2.2 (a) S2;n ??? °1?(b) S2;n ??? °2 ???????? n ??????????
???
????????????? 2.2????°1, °2 ? n ! 1 ???? 0 ????????
??????? S2;n ???????????????????????????????
???????????? 0 ????????????????? 5?? S2;n ?????
??????????????????????
2.3 ???????
??????????? “????”???????????? Sr;n (r ¸ 3) ? k ???
????????????????
??? n (´ n1), 2 ??? n2 ?, ¢ ¢ ¢ , r ??? nr ? ?????????????
N (n; n2; ¢ ¢ ¢ ; nr) = ]fT 2 ΩnjS2;n = n2; ¢ ¢ ¢ ; Sr;n = nrg
????????????????????????????????
(1) ??? nr ?????????
(2) ??????????? r-????????????
(3) nr¡1 ¡ 2nr ?? (r ¡ 1)-???????? r ??????????????
(4) ???? nr¡2¡ 2nr¡1 ?? (r¡ 2)-???????? r¡ 1 ???????????
???
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3-完全二分木
(a)
(b) (c)
(d) (e) (f)
ぶら下げ
2-完全二分木
ぶら下げ
? 2.3 n = 19, n2 = 8, n3 = 3 ?????????????(a) ??? n3 ???? (b) ?
????? 3-????????????(c) n2 ¡ 2n3(= 2) ??????????????
??????????? 3 ????????(d) ??????? 2-??????????
??(e) n¡ 2n2(= 3) ????????????????????????? 2 ????
????(f) ????????
(5) ??????????ni ¡ 2ni+1 ?? i-???????? i+ 1 ?????????
??????
(6) 1-???????????????
????????????????????????????????????????
????????r = 2 ???????????????????? 2.3? n = 19, n2 = 8,
n3 = 3 ????????????????????
???? N (n; n2; ¢ ¢ ¢ ; nr) ??????????????????? (1)-(6)????
????????????????? (1)???????? nr ???????? cnr¡1 ?
???i-???????????????????????????? 2ni+1 ¡ 1 ????
ni¡ 2ni+1 ?? i-???????? 2ni+1¡ 1 ????????????
¡
ni¡2
ni¡2ni+1
¢
???
?????? i-??????????????????????????? 2ni¡2ni+1 ??
?????????????? i = r¡ 1; r¡ 2; ¢ ¢ ¢ ; 1 ????????????????
??????????????
N (n; n2; ¢ ¢ ¢ ; nr) = cnr¡1
r¡1Y
i=1
2ni¡2ni+1
µ
ni ¡ 2
ni ¡ 2ni+1
¶
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?????????????????????????? n1 ´ n ??????
???nr = 1 ???
N (n; n2; ¢ ¢ ¢ ; nr¡1; 1) =
r¡1Y
i=1
2ni¡2ni+1
µ
ni ¡ 2
ni ¡ 2ni+1
¶
? Shereve [48] ????????????????????????????????
i???? (i¡1)?????????????????????????n? r?????
? nr ?????? i?????? ni?2r¡inr · ni · bni¡1=2c?????i = 2; ¢ ¢ ¢ ; r¡1??
“Ωn ??? r ???????? nr ?????????” ?????? (n2; n3; ¢ ¢ ¢ ; nr¡1)
????????????N (n; n2; ¢ ¢ ¢ ; nr) ????????????
]fT 2 ΩnjSr;n(T ) = nrg =
bn=2cX
n2=2r¡2nr
bn2=2cX
n3=2r¡3nr
¢ ¢ ¢
bnr¡2=2cX
nr¡1=2nr
N (n; n2; n3; ¢ ¢ ¢ ; nr)
????????????????? Sr;n ? k ???????
E
£
Skr;n
¤
=
1
cn¡1
bn=2r¡1cX
nr=1
(nr)
k]fT 2 ΩnjSr;n(T ) = nrg
=
1
cn¡1
bn=2r¡1cX
nr=1
bn=2cX
n2=2r¡2nr
bn2=2cX
n3=2r¡3nr
¢ ¢ ¢
bnr¡2=2cX
nr¡1=2nr
(nr)
kcnr¡1
r¡1Y
i=1
2ni¡2ni+1
µ
ni ¡ 2
ni ¡ 2ni+1
¶
?????????????????????????? [66]????????????
????????????????????????????????????????
????????????? “????”?????????????????
n
2
1
n
2
r-1b   c
n
2
n
2
r
r-2
? 2.4 n2; nr ?????
???? n2, nr ??????
bn=2r¡1cX
nr=1
bn=2cX
n2=2r¡2nr
=
bn=2cX
n2=2r¡2
bn2=2r¡2cX
nr=1
??????????
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????
bn2=2r¡2cX
nr=1
bn2=2cX
n3=2r¡3nr
=
bn2=2cX
n2=2r¡3
bn3=2r¡3cX
nr=1
...
???? nr ?????????????????????? nr ???????????
??????
E
£
Skr;n
¤
=
1
cn¡1
bn=2cX
n2=2r¡2
bn2=2cX
n3=2r¡3
¢ ¢ ¢
bnr¡1=2cX
nr=1
r¡1Y
i=1
2ni¡2ni+1
µ
ni ¡ 2
ni ¡ 2ni+1
¶
=
1
cn¡1
bn=2cX
n2=2r¡2
2n¡2n2
µ
n¡ 2
n¡ 2n2
¶
£
bn2=2cX
n3=2r¡3
2n2¡2n3
µ
n2 ¡ 2
n2 ¡ 2n3
¶
£ ¢ ¢ ¢
£
bnr¡1=2cX
nr=1
nkr2
nr¡1¡2nr
µ
nr¡1 ¡ 2
nr¡1 ¡ 2nr
¶
(2.6)
??????????????????????????? Sr¡1;n2 ? k ???????
???????
E
£
Skr¡1;n2
¤
=
1
cn2¡1
bn2=2cX
n3=2r¡3
2n2¡2n3
µ
n2 ¡ 2
n2 ¡ 2n3
¶
£ ¢ ¢ ¢ £
bnr¡1=2cX
nr=1
nkr2
nr¡1¡2nr
µ
nr¡1 ¡ 2
nr¡1 ¡ 2nr
¶
(2.7)
??????(2.6)? (2.7)??????
E
£
Skr;n
¤
=
1
cn¡1
bn=2cX
m=2r¡2
2n¡2m
µ
n¡ 2
n¡ 2m
¶
cm¡1E
£
Skr¡1;m
¤
=
1
cn¡1
bn=2cX
m=2r¡2
2n¡2m(n¡ 2)!
(n¡ 2m)!m!(m¡ 1)!E
£
Skr¡1;m
¤
??????????(2.6)? n3???????????? (2.7)?????????????
??????? m ?????m < 2r¡2 ??? Sr¡1;m ´ 0???? E
£
Skr¡1;m
¤
= 0??
??????????????? m = 1 ???????????????????
E
£
Skr;n
¤
=
1
cn¡1
bn=2cX
m=1
2n¡2m(n¡ 2)!
(n¡ 2m)!m!(m¡ 1)!E
£
Skr¡1;m
¤
(2.8)
? 2? ???? Sr;n ?????? — ????????????? 28
(a)
4
6
8
10
12
14
16
0 100 200 300 400 500
2
2.5
3
3.5
4
0 100 200 300 400 500
0
16
32
48
64
0 100 200 300 400 500
0
64
128
192
256
0 100 200 300 400 500
r = 1
r = 4
r = 2
r = 3
r = 1
r = 4
r = 2
r = 3
r = 1
r = 4
r = 2
r = 3
r = 1
r = 4
r = 2
r = 3
k = 1 (b) k = 2
(c) k = 3 (d) k = 4
n n
n n
E
[S
r
+
1,
 n
]
E
[S
r
, 
n
]
E
[S
r
+
1,
 n
]
E
[S
r
, 
n
]
2
2
E
[S
r
+
1,
 n
]
E
[S
r
, 
n
]
3
3
E
[S
r
+
1,
 n
]
E
[S
r
, 
n
]
4
4
? 2.5 ??? (2.8)??????????????? E
£
Skr;n
¤
=E
£
Skr¡1;n
¤
???? n ?
????????????
??????(2.8)?? k ???? r ???????????????????????
????????r = 1 ???????E
£
Sk1;n
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?3? ???????????????
??????????????
???????????? Sr;n ????????????????????????
(2.8)?????????????????? (2.8)???? (2.6)???????????
????????????????????????????????????????
?? (2.8)????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????
????????????????
3.1 ????????????
Ωn ???????? r ?????????????? Sr;n ? Horton-Strahler ???
?????????????????????????????????? f(Sr;n) ??
??????????Sr;n ???????????????? f ????? N[ f0g ??
????????????????????????????????????????
?????????3.3 ????????????? Laurent ???????? f ???
???????? Sr;n ??? Sr;n : Ωn ! N [ f0g ?????????f(Sr;n) ? 2 ???
? Sr;n ? f ?????????f(Sr;n) : Ωn ! R ??????????????????
????? T 2 Ωn ???? 1 ???? f(Sr;n(T )) ?????????????????
?? f(Sr;n) ????E [f(Sr;n)] ???????????
????f(x) = xk ????E [f(Sr;n)] ? Sr;n ? k ?????????????f(x) =
(x¡ E [x])2 ????E [f(Sr;n)] ? Sr;n ???????
3.2 ???????
??? T 2 Ωn ??????????????
(i) T ???????? 1????????????????T ????????????
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( i ) (ii)
T
S1,n(T ) = 12
S2,n(T ) = 4
S3,n(T ) = 2
S4,n(T ) = 1
S1, 4(Φn(T )) = 4
S2, 4(Φn(T )) = 2
S3, 4(Φn(T )) = 1
Φn(T )
? 3.1 ?? Φn ???n = 12??(i) T ????????????(ii) ?????????
?????? 1 ???????????T ? r ????? Sr;n(T ) ?Φn(T ) ? r¡ 1 ??
??? Sr¡1;n(Φn(T )) ?????? (3.1)?????
(ii) ?? (i)?????? 1 ???????????????????????????
?????
??????????????? Φn(T ) ??????????????Φn ???? n ?
?????????????????????? 3.1?????????Φn(T ) ?????
?? bn=2c ??????????????????????????Φn ?
Φn : Ωn !
bn=2c[
m=1
Ωm
?????????Φn ??????????????
2 ?????????? Ωn ??????Ωmn = fT 2 ΩnjS2;n(T ) = mg ????????
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Ωmn ; Ω
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0
n = ; (m 6= m0)
???????? fΩmn gbn=2cm=1 ? Ωn ????????????????????????
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Φn
? 3.2 ?? Ωmn ??????? Φn ????????????????? m ????
Ωn ??? fΩmn gm ???????
Φn ??? 1?????????????????? T 2 Ωn ? 2??????? Φn(T )
? 1 ????????????????????????????? T 2 Ωmn ????
Sr;n(T ) = Sr¡1;m(Φn(T )) (r ¸ 2) (3.1)
??????????r ?????? Sr;n ? (r ¡ 1) ?????? Sr¡1;m ? Phin ???
?????????????? 3.1???????????n = 12, m = 4 ????
S2;n(T ) = S1;m(Φn(T )) = 4;
S3;n(T ) = S2;m(Φn(T )) = 2;
S4;n(T ) = S3;m(Φn(T )) = 1
???????
Φn ????? Ωmn ???????ΦnjΩmn : Ωmn ! Ωm ???????????????
???Ωmn ?????????????Φn ?????????????????? 3.3??
????¿ 2 Ωm ???Φn(T ) = ¿ ?????? T 2 Ωn ????
¹mn (¿) := ]fT 2 ΩnjΦn(T ) = ¿g(´ ]Φ¡1n (¿))
?????? Φn ??????? ¹mn (¿) ?????????¹mn (¿) ???????? Φn
?????????????????????? Φn ????? n ??????????
???????? Φ¡1n (¿) ???? ¿(2 Ωm) ? n ??????????????????
???????? 3 ???????????
(1) ¿ ?????? 2 ????????????????????? ¿ ?????? 2
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? 3.3 ?? Φn ????????????n = 5??Ω5 ???? 6 ?????? Φ5 ?
????????? ¿(2 Ω2)???????????????? ¹25(¿) = 6 ????
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~
( e )( b )
? 3.4 ?? Φ¡1n (¿) ??????m = 3, n = 11??(a) ??? ¿ 2 Ωm. (b) ¿ ????
???? 2 ??????. (c) n¡ 2m(= 5) ????????????????????.
(d) ???????????????????????. (e) ????????????
(2) (1)? 2m ?????????????? n ¡ 2m ???????????????
??????????????????????????????????
(3) n¡ 2m ?????????????????????
???????m = 3, n = 11??? 3.4????Ωm ?????????? 2m¡ 2 ??
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? 3.5 Ωmn , Ωm, ¹mn ???????????????????? Ωmn ??? Ωm ???
???????????? Φn ????????????????? ¹mn (¿) ? ¿ 2 Ωm ?
?????????????Ωmn ??????????????????
¹mn (¿) ??? ¹mn ???????????¹mn ????? (2.1)?? “????”?????
???N (n;m) ????????????? ¿ 2 Ωm ?????? Φ¡1n (¿) ??????
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??????????f(x) = xk ?????????? (2.8)?????????? Φn ?
??????? (3.1), (3.2)????????????? (2.8)????????????
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3.3 ??? E [f(Sr;n)] ?????
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????????
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???? (3.8)???????
br = Ubr¡1 + VW r¡1
????????? b1 ???????????
b2 = Ub1 + VW
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2)
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????????T ? Φn(T ) ? r ????????????????????????
??????????????? (3.1)???Φn(T ) ? r ?????? T ? (r + 1) ???
????????????“?????????”??????????????????
???????????????????????? Φn ??????????????
??????????????????????
?????????????????????????? 4 ???????? (2.18)?
????????k ??????????? r ???????? “???”(2.17)?????
????
?????????????? f ???????
Rfr;n =
E [f(Sr;n)]
E [f(Sr+1;n)]
?????????????? f(x) = x ???? Rfr;n ?????????????
???? (3.11)???f ????????
Rfr;n =
E [f(Sr;n)]
E [f(Sr+1;n)]
=
¡
n
4r¡1
¢k n
a1 +
1
n
³
4r¡1b1 + 4
r¡1¡1
6
k2a1
´o
+O(nk¡2)¡
n
4r
¢k ©
a1 +
1
n
¡
4rb1 +
4r¡1
6
k2a1
¢ª
+O(nk¡2)
= 4k ¡ 4
k+r¡1(6b1 + a1k2)
2a1n
+O(n¡2) (3.13)
??????????limn!1Rfr;n = 4k ???????? f ????? k ???????
???????????? r ???????????????????????????
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??????????f(x) ????????????????????????????
????????????????????????????????????????
????f ??????????????? (3.12)????? (3.13)?????????
???
???????????????
(a) f(x) = xk (k 2 N) ????????E [f(Sr;n)] = E
£
Skr;n
¤
? Sr;n ? k ??????
??????? f ? (3.4)????????????? a1 = 1 ??? b1 = 0 ???
?????? (3.11)?
E
£
Skr;n
¤
=
³ n
4r¡1
´k µ
1 +
4r¡1 ¡ 1
6n
k2
¶
+O
¡
nk¡2
¢
(3.14)
????????? (2.15)??? (3.11)????????????(3.13)????
??
E
£
Skr;n
¤
E
£
Skr+1;n
¤ = 4k ¡ 4k+r¡1k2
2n
+O
¡
n¡2
¢
????????? (2.16)????????
(b) Sr;n ??? var (Sr;n) ????????????? (3.11)?????
var (Sr;n) = E
£
S2r;n
¤¡ E [Sr;n]2
=
³ n
4r¡1
´2µ
1 +
4r¡1 ¡ 1
6n
4
¶
+O
¡
n0
¢¡ · n
4r¡1
µ
1 +
4r¡1 ¡ 1
6n
¶
+O
¡
n¡1
¢¸2
=
1
3
4r¡1 ¡ 1
16r¡1
n+O
¡
n0
¢
??????O (n2) ?????????????????????
var (Sr;n)
n
¡! 1
3
4r¡1 ¡ 1
16r¡1
as n!1 (3.15)
??????????????? Moon [50] ????? (1.4)??????????
?? 5?????????????????????????? 1 ????????
(c) f ?????????????? f(Sr;n; Sr+1;n) = Sr+1=Sr;n ??????????
?????????????????? 5???r = 1 ????S2;n ???? (2.3a)
??????
E
·
S2;n
S1;n
¸
= E
·
S2;n
n
¸
=
1
n
E [S2;n] =
n¡ 1
2(2n¡ 3) =
1
4
+
1
8n
+O
¡
n¡2
¢
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?????a1 = 14 , b1 =
1
8
, k = 0 ????(3.12)??????
E
·
Sr+1;n
Sr;n
¸
=
1
4
+
4r¡2
2n
+O
¡
n¡2
¢
(3.16)
?????????(3.14)??
E [Sr+1;n]
E [Sr;n]
=
1
4¡ 4r
2n
+O (n¡2)
=
1
4
+
4r¡2
2n
+O
¡
n¡2
¢
(3.17)
??????r ¸ 2 ????(3.16)? (3.17)?????????????n¡1 ???
??????????????
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?4? ?????????????
??????????? f(Sr;n) ????????????????????????
????
4.1 ????????
????????? (3.11)?????????????? f ????E [f(Sr;n)] ???
????????????????????????????????????????
??????????????????????????????????f(Sr;n) ???
???????????????????????? (3.11)?????????????
????????????????????????????????????????
????????????????Ωn ??????????????????????
??????????Ωn ??????? Catalan? cn¡1 ????????1.5.2?????
?????n = 100 ??????????????? ]Ω100 ' 2:275£ 1056 ???????
????????????????????????????????????????
?1 ????? 1 ????????????Ω100 ????????????? 7:21£ 1040
??????????Stirling ???
n! '
p
2¼n
nn
en
??????n ????????????
]Ωn = cn¡1 =
1
n
(2n¡ 2)!
(n¡ 1)!(n¡ 1)! '
4n
n3=2
p
¼
???????????]Ωn ? n ?????????????????????????
??????????
???????????????????????????????????????
????????????????????????????????Dyck ??????
??????????????
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(0, 0)
(n, n)
? 4.1 ?? 16 ? Dyck ?????(0; 0) ?? (n; n) ???????????????
???
4.2 Dyck ??? Catalan ?
2 ??????? Z2 ?????????????????????????`+ 1 ??
???????????? ` ??????????? 2n ???? (s0; s1; ¢ ¢ ¢ ; s2n) ??2
??
(1) s0 = (0; 0), s2n = (n; n)
(2) ??????? si = (xi; yi) ? xi ¸ yi ????
??????????? Dyck ???????????????(0; 0) ????????
????????????????????????????????? (n; n) ????
???????? 4.1????????????????????? “??”? “???”?
????????
?? 2n ? Dyck ???????????????????????????????
???? [67, 68]?????????(0; 0) ????? (n; n) ????????????µ
2n
n
¶
???????(0; 0) ? (n; n) ?????????Dyck ????????????
????????Dyck ?????????????? 1 ??????????????
???????????????????????????????????? y = x+1
??????????????????????“??????”????? y = x+ 1 ?
???????????? (0; 0) ? (n¡ 1; n+ 1) ?????????? 4.2???????
(0; 0) ? (n; n) ??? Dyck ????????? (0; 0) ? (n¡ 1; n+ 1) ????????
?? 1 ? 1 ???????????????????? Dyck ????????????
(0; 0) ? (n ¡ 1; n + 1) ????????????
µ
2n
n¡ 1
¶
?????????????
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(0, 0)
(n, n)
(n - 1, n + 1)
(0, 0)
(n, n)
(a) (b)
y
=
x
+
1
? 4.2 (a) Dyck ???????????????????????????????
??(b) ???????????????? y = x + 1 ?????????? (0; 0) ??
(n¡ 1; n+ 1) ??????????
????? 2n ? Dyck ??????µ
2n
n
¶
¡
µ
2n
n¡ 1
¶
=
1
n+ 1
µ
2n
n
¶
= cn
???? n ??? Catalan ??????????? n ???????????????
cn¡1 ?????????? n ??????? 2(n¡ 1) ? Dyck ??? 1 ? 1 ?????
????????????? Dyck ???????? 2(n¡ 1) ??????????
???????????????? ‘1’, ?????? ‘0’ ??????? Dyck ??? 1
? 0???????????????????????????????????????
???? Dyck ?????????????? “??????? f0; 1g ?? Dyck ?” [46]
?????Dyck ????????????Dyck ???????? 2 ????????(1)
1 ?? Dyck ?????? ‘0’ ?????? ‘1’ ??????? n¡ 1 ????(2) Dyck ?
????? ‘0’, ‘1’ ?????????????????‘0’ ??????? ‘1’ ????
?????Dyck ?????????????????????????????????
???Dyck ????? Dyck ???????? 1 ? 1 ????????????????
4.3 ???? Dyck ????
????????????????????????????????????????
?????? ‘??’????????????????????? 2??????? ‘()’?
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これ は 構文 木 を 表し て い ます
助動詞
文
代名詞
助詞句
助詞句
助詞句
助詞
名詞 動詞名詞
助詞
助詞 動詞
助動詞句
複合名詞
助動詞句
助動詞句
×
＋
－
÷ ＋
－
×
÷
1 2
3 4
5
6 7 8 9
(a)
1÷2×((3＋4)×5－(6÷7－(8＋9)))
(b)
? 4.3 ?? (a)?????????????? (b)?????????????????
????
??????????????????????????? T 2 Ωn ????? v1; ¢ ¢ ¢ ; vn
???????? ‘()’ ??????????????‘((v1 v2) v3)’ ? ‘?? v1 ? v2 ???
????? v3 ?????’ ??????????????? ‘??’??????????
???????? [69, 70]???????????????????? [71] ??????
?????? 4.3??
??????????? T 2 Ωn ?? Dyck ???????????
(1) T ? v1; ¢ ¢ ¢ ; vn ??? ‘()’ ????
(2) ???????? ‘v1’ ??? ‘(’ ?????v2; ¢ ¢ ¢ ; vn ? ‘1’ ??‘)’ ? ‘0’ ????
???
????????????? Dyck ??????????????????????‘1’ ?
?? ‘0’ ???????? n ¡ 1 ?????????????????? ‘()’ ???? 2
?????????(1)????????????? ‘)’ ? v2 ????????????
???? m ??? ‘)’ ? vm+1 ??????????????????????????
?????? ‘0’???? ‘1’???????????????????????? Dyck
????????????????????????? 4.4????
???? Dyck ???????????????????????????? [72]??
????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????
?? ‘(’ ???? ‘)’ ???????????????????
??????????????????? Dyck ???????????????
(1) Dyck ????? ‘1’ ? 1 ?????????? Dyck ???????????? v1
?????
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1011010110110000
二分木
Dyck列
( i )
( ii )
? 4.4 ??? 9???????? 16? Dyck???????(i)????? fv1; ¢ ¢ ¢ ; v9g
??? ‘()’ ????(ii) ‘v1’ ??? ‘(’ ????? v2; ¢ ¢ ¢ ; v9 ? ‘1’ ??‘)’ ? ‘0’ ????
???
(2) ???? ‘1’ ???? S1;n(T ) ???????r ¸ 2 ???? Sr;n(T ) = 0 ???
???
(3) ???? ‘m n 0’ (m;n > 0) ???????? 1 ??? ‘maxfm;ng + ±m;n’ ???
????????????????‘(r ¡ 1) (r ¡ 1) 0’ ! ‘r’ ???????????
??? Sr;n(T ) ? 1 ??????
(4) ????? 1 ??????????
????????? 4.5????????????????????????
??????? Dyck ????????? Catalan ????????????????
?????????? Dyck ????? 1 ? 1 ???????????????????
???? [47,56,73–76]??????????????????????????????
????????? 4.5???? “??????”??????????????????
4.4 ????? Dyck ?????
Dyck ?????????????? [77–80] ???????????????????
?????????????????????????????????
? 4? ????????????? 51
1011010110110000
二分木
Dyck列
11
1
1111
2
11
2 2 2
2 3
3
3
110 110
110
022
3
110
2 10
2 0
32 0
3
11011010110110000
先頭に 1 を付加
Dyck列を用いた次数計算
? 4.5 Dyck ??????????????????????????????????
?????
Dyck ?????????????? D ???????? D = f(x; y) 2 Z2j0 · x ·
n ¡ 1; 0 · y · n ¡ 1; x ¸ yg ?????? (x; y) 2 D ???????? P"(x; y) ???
P!(x; y) ????????????Dyck ?? (s0; s1; ¢ ¢ ¢ ; s2(n¡1)) ???????
P (s0; ¢ ¢ ¢ ; s2(n¡1)) =
2(n¡1)¡1Y
i=0
pi; ??? pi =
(
P!(si); (si; si+1) ??????
P"(si); (si; si+1) ??????
(4.1)
???????????Dyck??????? D,???? fP!(s); P"(s)gs2D ?Markov?
?????????????????????????????????????????
?? Dyck??????? (4.1)?????????????????? fP!(s); P"(s)gs2D
?????????????
? (x; y) 2 D ?? (n ¡ 1; n ¡ 1) ?? D ???????? º(x; y) ?????????
(x; y)?? (n¡1; n¡1)???????? 2(n¡1)¡ (x+y)????(0; 0)? (n¡1; n¡1)
??? D ?????Dyck ??????????º(x; y) ??????????????
?????????(x; y) ?? (n¡ 1; n¡ 1) ????????D ???????????
????
¡
2(n¡1)¡(x+y)
n¡x¡1
¢
????2(n¡ 1)¡ (x+ y) ????????n¡ x¡ 1 ?????
???????(x; y) ?? (n¡ 1; n¡ 1) ?????????D ????????????
???????????? (x; y) ?? (n¡ 2; n) ??????????¡(2(n¡1)¡(x+y)
n¡x¡2
¢
??
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??????????
º(x; y) =
µ
2(n¡ 1)¡ (x+ y)
n¡ x¡ 1
¶
¡
µ
(2(n¡ 1)¡ (x+ y)
n¡ x¡ 2
¶
=
f2(n¡ 1)¡ (x+ y)g!
(n¡ 1¡ x)!(n¡ y)! (x¡ y + 1) (4.2)
????????? º(x; y) ? Kostka ???????????????????Young ?
?????????????????????? [46, 81]?
º(x; y)?????????????????? (4.2)?????????????????
(1) ??? (x; y) 2 D ???? º(x; y) ¸ 0
(2) º(n¡ 1; y) = 1 ??? y = 0; 1; ¢ ¢ ¢ ; n¡ 1
(3) m = 0; 1; ¢ ¢ ¢ ; n¡1???? º(m;m) = f2(n¡m¡1)g!
(n¡m¡1)!(n¡m)!?????º(m;m)? n¡m¡1
??? Catalan ??????? º(0; 0) ? n¡ 1 ??? Catalan ? cn¡1 ????
(4) ??? (x; y) 2 D ???? º(x; y) = º(x + 1; y) + º(x; y + 1) ??????????
(x + 1; y) ? (x; y + 1) ? D ????????????????? º ??? 0 ??
???????? (x; y) ?? (n¡ 1; n¡ 1) ??????????????????
???????????????
?? (x; y) 2 D ???????? P!(x; y) ??? P"(x; y) ?
P!(x; y) =
º(x+ 1; y)
º(x; y)
=
(n¡ 1¡ x)(x¡ y + 2)
(1 + x¡ y)f2(n¡ 1)¡ (x+ y)g ;
P"(x; y) =
º(x; y + 1)
º(x; y)
=
(n¡ y)(x¡ y)
(1 + x¡ y)f2(n¡ 1)¡ (x+ y)g
(4.3)
?????????? (x+ 1; y) ? (x; y + 1) ? D ??????? º ? 0 ???????
?????????? (4)?? P!(x; y) + P"(x; y) = 1 ???????????????
????????????????? (m;m) ????? P"(m;m) = 0 ????????
?????????????????????D ??????????????????
???????????? (n ¡ 1;m) ????? P!(n ¡ 1;m) = 0 ?????????
????????????????
º(x; y) ????????? “???”?????????
(1) (x; y) 62 D ????? º(x; y) = 0 ????
(2) D ??????? (n¡ 1; y) (y = 0; 1; ¢ ¢ ¢ ; n¡ 1) ?? º(n¡ 1; y) = 1?
? 4? ????????????? 53
1
1
1
1
1
1
2
5
14 14 9
5
4
3
2
1
1
1
1
1
1
2
5
14 14 9
5
4
3
2
1
1
1
1
1
1
2
5
14 14 9
5
4
3
2
(a)
(b)
14
14
14
5
5
5
5
3
3
1 1 1 1
1 1 1
. . . . . . . =
1
14
14
14
14
9
9
5
5
3
3
2 1 1 1
2 1 1
. . . . . . . =
1
14
? 4.6 (a) º(x; y) ???? (n = 5)?(b) 2 ?? Dyck ???????????????
?????????????????????? 1
14
????
(3) D ?????? (x; y) ???????? º(x; y) = º(x+ 1; y) + º(x; y + 1) ????
? º(x; y) ?????????º(x; y) ? (x; y) ???????????? º ???
??????????
Dyck ???????????????????? º(x; y) ??????????????
?????????? 4.6(b)?????????????? º(x; y) ??????????
????Dyck ????????
º(n¡ 1; n¡ 1)
º(0; 0)
=
1
cn¡1
????????? Dyck ???????????????????
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2
2.5
3
3.5
4
0 100 200 300 400 500
r = 1
r = 2
r = 3
r = 4
n
E
[S
r
+
1,
 n
]
E
[S
r
, 
n
]
? 4.7 ????????????????????????????????????
??????? n ??? 105 ???????????????? 2????? (2.8)??
??????????????????????????????????? n ? 10 ?
???????????
4.5 ??????????????????
???????????????????????? Sr;n ??????????????
???Dyck ????????????????????
(1) D ??????????: (x; y) = (0; 0). Dyck ????? ; ???????
(2) ? (4.3)??????? (x; y) ?????? P! ??? P" ???????????
??????????????
(3) ????????? x ? 1 ????Dyck ????? ‘1’ ????????????
??? y ? 1 ????Dyck ????? ‘0’ ??????
(4) (x; y) = (n¡ 1; n¡ 1) ????? (2), (3)??????
??????????? f(Sr;n) ???? E [f(Sr;n)] ???????????????
(1) ??????????? Dyck ???????
(2) ? 4.5??????Dyck ????????????????????Sr;n ????
?????????
(3) Sr;n ???? f(Sr;n) ??????
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(4) (1)-(3)????????????? f(Sr;n)?????E [f(Sr;n)]?????????
r = 1; 2; 3; 4 ???? E [Sr;n]
E [Sr+1;n]
??????????? (2.8)???????????
??? 4.7???????????????????????????????????
??????????????
56
?5? ?????????????
? 3???????????? f(Sr;n) ????????? (3.11)?????????
????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????
???????????
5.1 ???? – ???????????
(X1; X2; ¢ ¢ ¢ ) ????????????????????????? ¹ = E [X1] < 1,
?? ¾2 = var (X1) <1 ???????????? n ??? Sn = X1+ ¢ ¢ ¢+Xn ????
p
n
µ
Sn
n
¡ ¹
¶
) N(0; ¾2) as n!1 (5.1)
????????????????????????N(¹; ¾2) ??? ¹, ?? ¾2 ????
????????‘)’?????????Sn ??????????
P
µp
n
µ
Sn
n
¡ ¹
¶
· x
¶
! 1p
2¼¾
Z x
¡1
e¡
»2
2¾2 d» for 8x 2 R
???????????????????????????????????????
???????????????? [82]??????????????????????
? N(0; ¾2) ????????????????????? [83]????X1; X2; ¢ ¢ ¢ ???
????????????????, Lindeberg ??????? [82]?????????
????
?????? N(0; 1) ????????????? F (x) ?
F (x) =
Z x
¡1
1p
2¼
e¡
»2
2 d» =
Z 0
¡1
1p
2¼
e¡
»2
2 d» +
Z x
0
1p
2¼
e¡
»2
2 d» =
1
2
+
1
2
erf
µ
xp
2
¶
???????? 5.1??????erf (x) ??Gauss ????????
erf (x) :=
2p
¼
Z x
0
e¡»
2
d» (5.2)
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0
0.5
1
-4 -2 0 2 4
x
F(x)
? 5.1 ?????? N(0; 1) ??????? F (x) ?????
???????????????????? (5.2)???????????? 0 ????
?????????????????? ¡1 ?????erf (x) ? R ?????????
??????????? limx!§1 erf (x) = §1 ???????????????? Gauss
????????????????????????????? N(¹; ¾2) ???????
F¹;¾(x) ?
F¹;¾(x) =
Z x
¡1
1p
2¼¾
e¡
(»¡¹)2
2¾2 d» =
1
2
+
1
2
erf
µ
x¡ ¹p
2¾
¶
(5.3)
???????F¹;¾(x) ? F (x) ? x ??????????????????????
5.2 S2;n ???????????????
Wang and Waymire [84]?????Ωn ?????? S2;n ??????????????
p
n
µ
S2;n
n
¡ 1
4
¶
) N
µ
0;
1
16
¶
; as n!1 (5.4)
?????????????????????? (5.1)???????????????
?????? S2;n ????????????????????????????????
??????????????????????????????????[84]????
????????????????????????????????????????
????
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?????? (5.4)??????? 2 ??????????????????? (5.4)?
??? S2;n ? Sr;n ?????????????? (2.14)? (3.14)??
lim
n!1
E [Sr;n]
n
=
1
4r¡1
??????
“
p
n
µ
Sr+1;n
n
¡ 1
4r
¶
) N ¡0; ¾2r¢ ; as n!1” (5.5)
?????????¾2r ??????????????? r ??????????????
?????????????????????????? “¢ ¢ ¢ ”???????
Horton-Strahler ????????????????????? E [Sr;n] =E [Sr+1;n] ??
??????????????? Sr;n=Sr+1;n ????????????????????
???????? n 2 N??????? T 2 Ωn ???? Sr;n(T ) ??? r ??????
??????????????????????r ???????? Sr;n(T ) = 0 ???
???????r ¸ 2 + log2 n ????????????Sr˜;n(T ) 6= 0 ?? Sr˜+1;n = 0 ???
r˜ ????????Sr˜;n(T )=Sr˜+1;n(T ) ???????????? 0 ??????????
???? r˜ ? T ??????????? r?????? 2 · r · blog2 nc + 1?????
???? Sr;n=Sr+1;n ? Ωn ???????????????????? Sr;n=Sr+1;n ??
?????????
?????????? Qr;n := Sr+1;n=Sr;n ?????????????T 2 Ωn ????
???????
Qr;n(T ) =
8<:
Sr+1;n(T )
Sr;n(T )
r · r˜
0 r ¸ r˜
??????r = r˜ ????????????????????????? Sr+1;n=Sr;n ?
“???????????????” ???????????????????(3.16)???
n!1 ?? Qr;n ?????
lim
n!1
E [Qr;n] =
1
4
????
S1;n ´ n ??????(5.4)?Q1;n ????????
p
n
µ
Q1;n ¡ 1
4
¶
) N
µ
0;
1
16
¶
???????????????? r ??????
“
p
n
µ
Qr;n ¡ 1
4
¶
) N ¡0; ¾˜2r¢ ” (5.6)
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????
???? 2 ????????? (5.5), (5.6) ??????? r ??????? ¾2r ??
? ¾˜2r ???????????? (5.4)????????????????????????
???????????????????? 2 ??????? 1 ?? (5.5)? Sr;n ???
???? 2 ?? (5.6)??????????????????????????????
??????
5.3 ??????
??????????? n ? 10000, ????? 105 ????
(1) ????????????? T ???????????? r ???? Sr;n(T ) ??
????
(2) ????? r ????
p
n
³
Sr+1;n(T )
n
¡ 1
4r
´
???
p
n
³
Sr+1;n(T )
Sr;n(T )
¡ 1
4
´
???
(3) (1),(2) ? 105 ??????
(4) ???????????????????
(5) ?? (5.3)???????????? ¾2r , ¾˜2r ????
? 5.2???????????????????????????? 5.1???????
????
p
n
³
Sr+1;n
n
¡ 1
4r
´
???????? r ???????????????????
??
p
n
³
Sr+1;n
Sr;n
¡ 1
4
´
??? r ?????????????????????(b) ????
r = 5 ??? r = 6 ?????????????????r ???????? Sr;n(T ) ??
?????Sr+1;n(T )=Sr;n(T ) ???????????????????????????
???????????????
5.4 ?????
?????????????????????????????3.4 ???? (3.15)??
????
¾2r = lim
n!1
var
µp
n ¢ Sr+1;n
n
¶
= lim
n!1
var (Sr+1;n)
n
=
1
3
4r ¡ 1
16r
(5.7)
??????
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